Элективный курс: «Метод математической индукции»

Пояснительная записка
           Реализация элективных курсов преследует своей целью подготовку учащихся к ситуациям выбора направления дальнейшего образования. Элективные курсы в школе являются пропедевтическими и выполняют задачи практико-ориентированной помощи в приобретении личностного опыта выбора собственного содержания образования.                                               Цели и категории учащихся. Курс предназначен для подготовки учащихся 9 класса с ориентацией на естественно-  математический профиль и подготовки учащихся к математическим олимпиадам, к сдачи ЕГЭ. Содержание учебного материала программы соответствует целям элективного курса и обладает новизной для учащихся.                                 Актуальность курса  определяется тем, что учащиеся должны разбираться в тех или иных способах доказательств тождеств, равенств и неравенств
Общие принципы отбора содержания материала курса:
                -  системность;

                -   целостность;

                -   объективность;

                -   научность;

                -   доступность для учащихся;

                -   реалистичность с точки зрения возможности усвоения  основного содержания курса за 14  часов.

Полнота содержания - курс содержит все сведения, необходимые для достижения запланированных целей обучения.

      Инвариантность содержания  -  курс применим для разных групп школьников, что достигается обобщенностью включенных в неё знаний, их отбором в соответствии с задачами предпрофильного обучения.
Практическая направленность содержания - содержание курса обеспечивает приобретение знаний и умений, необходимых для доказательства  алгебраических равенств и неравенств при любом целом или натуральном значениях неизвестной, для доказательства делимости  алгебраических выражений на натуральное число.
  Систематичность содержания обеспечивается логикой  развёртывания учебного содержания.
Реалистичность программы выражается в том, что она может быть изучена за 14  часов в течение любого времени.
Место курса в системе школьного математического образования.
         Предлагается элективный курс в объеме 14 часов, который включается либо в конце учебного года, либо в течение года на факультативных или  групповых занятиях, при  подготовке к математическим олимпиадам.
      Данный образовательный курс является источником знаний, который расширяет и углубляет базовый компонент.
Значимость, роль и место данного курса определяется также необходимостью подготовки учащихся к сдачи ЕГЭ и выбору профессиональной деятельности.

Этот курс позволит полнее учесть интересы  и профессиональные намерения старшеклассников, следовательно, сделать обучение более интересным для учащихся и, соответственно, получить более высокие результаты.
Цели и задачи курса.
Воспитательные: воспитывать любовь к предмету, чувство товарищеской взаимопомощи;
Образовательные: расширить, закрепить и систематизировать знания учащихся по изучению темы «Метод математической индукции» в процессе решения задач на доказательство, выяснения вопросов делимости выражений на натуральные и целые числа.

Развивающие: развить и выработать прочные умения и навыки использования изученного материала; развитие речи, мышления и способности наблюдать и делать выводы, составлять алгоритм решения задач на доказательства.
                      Предполагаемые результаты изучения курса.
Предлагаемый курс по математике должен помочь учащимся усвоить основные (базовые) математические понятия, способы решения задач олимпиадного уровня, расширить базовый компонент.
Уровень обязательной подготовки определяется следующими требованиями:
- знать и уметь правильно употреблять термины, связанные с понятием индукции;

- уметь понимать смысл условий задач;

- уметь представлять  алгоритм применения метода математической индукции

-знать и уметь правильно переходить  от одного шага алгоритма к другому шагу
- уметь пользоваться техникой доказательства тождеств, равенств и неравенств, при заданных значениях неизвестной;

 -уметь пользоваться простейшими приёмами применения метода математической индукции;

-уметь пользоваться справочным материалом для нахождения нужных формул и их использование при решении задач.
Методы преподавания определяются целями и задачами данного курса, направленного на формирование способностей учащихся.

Учащиеся овладевают математическими понятиями, способами математического исследования.

Важнейшим принципом методики изучения курса является постановка вопросов и заданий, позволяющих учителю и учащимся проверить  уровень усвоения основных дидактических единиц и степень сформированности умений, приобретённых в процессе изучения курса. Это различные виды тестовых заданий и задания творческого характера.
Распределение часов курса по темам
          Данный элективный курс предполагает 14 тематических занятий.

Таблица 1 - Тематический план курса
	№
	Тема
	Продолжительность

	
	
	Теоретические 
занятия
	Практич.
занятия

	1
	Дедукция и индукция. Полная и неполная индукция
	1
	-

	2
	Метод математической индукции
	1
	1

	3
	Применение метода математической индукции в задачах на суммирование и для доказательства тождеств
	-
	2

	4
	Применение метода математической индукции к доказательству неравенств
	1
	1

	5
	Применение метода математической индукции к задачам на делимость
	1
	1

	6
	Применение метода математической индукции для изучения свойств числовых последовательностей
	1
	1

	7
	Применение метода математической индукции для изучения свойств конечных множеств
	1
	1

	8
	Индукция в геометрии
	-
	1

	9
	Итого
	6
	8


Содержание курса
     Тема 1. Дедукция и индукция. Полная и неполная индукция. (1ч.)
1. Теоретическое занятие: «Дедукция и индукция. Полная и неполная индукция» 

Вводится понятие дедукции и индукции. Рассматриваются примеры. Дается определение полной и неполной индукции. Выводится формула суммы первых n нечетных чисел. Решаются примеры на изученные свойства. 
      Тема 2. Метод математической индукции (2ч.)
1. Теоретическое занятие: «Метод математической индукции»
Формулируется общий принцип математической индукции. Доказывается истинность равенства на основании метода математической индукции. Дается теорема (другая формулировка принципа математической индукции)
2. Практическое занятие: «Метод математической индукции»
Решаются примеры на применение метода математической индукции.

     Тема 3. Применение метода математической индукции в задачах на суммирование и для доказательства тождеств (2ч.)
1. Практическое занятие: «Применение метода математической индукции в задачах на суммирование»
Доказываются несколько равенств на суммирование методом математической индукции.
2. Практическое занятие: «Применение метода математической индукции для применения тождеств»
Доказываются несколько тождеств методом математической индукции.

    Тема 4. Применение метода математической индукции к доказательству неравенств (2ч.)
1.Теоретическое занятие: «Неравенство Бернулли»                            Доказывается неравенство Бернулли методом математической индукции.
2. Практическое занятие: «Применение метода математической индукции к             доказательству       неравенств». Доказываются несколько неравенств методом математической индукции.

    Тема 5. Применение метода математической индукции к задачам на делимость (2ч.)
1. Теоретическое занятие: «Применение метода математической индукции к задачам на делимость». С помощью метода математической индукции доказывается малая теорема Ферма.                                                                          2. Практическое занятие: «Применение метода математической индукции к задачам на делимость». Решаются примеры на делимость с помощью метода математической индукции.

    Тема 6. Применение метода математической индукции для изучения свойств числовых последовательностей (2ч.)
1. Теоретическое занятие: «Применение метода математической индукции для изучения свойств числовых последовательностей». Доказываются свойства и истинность некоторых формул для геометрической и арифметической прогрессий.                                                                                                              Доказывается последовательность Фибоначчи с помощью математической индукции.
2. Практическое занятие: «Применение метода математической индукции для изучения свойств числовых последовательностей» 
Доказываются свойства последовательности Фибоначчи с помощью математической индукции. Решение примеров.

    Тема 7. «Применение метода математической индукции для изучения свойств конечных множеств» (2ч.)
1. Теоретическое занятие: «Применение метода математической индукции для изучения свойств конечных множеств». Решается задача о числе множеств конечного подмножества, дается понятие декартового произведения двух множеств, декартового произведения s множеств. Доказываются формулы декартового произведения с помощью математической индукции.

2. Практическое занятие: «Применение метода математической индукции для изучения свойств конечных множеств». Доказываются свойства конечных множеств с помощью математической индукции. Решение примеров.

    Тема 8. Индукция в геометрии (1ч.)
1. Теоретическое занятие: «Индукция в геометрии»

Приводятся примеры применения метода математической индукции в геометрии: деление прямой на интервалы, деление отрезка точками, теорема Эйлера. Решение задач.
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ПРИЛОЖЕНИЕ  А

Применение метода математической индукции в задачах на суммирование
         Применение метода математической индукции в задачах на суммирование

Пример:

  Доказать, что 

   1+x2+x3+x4+….+xn=
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Решение. 
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  , следовательно, при n=1 формула верна.

  Пусть k- любое натуральное число и пусть формула верна при n=k, т.е.
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   Докажем тогда
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   В самом  деле ,
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                                             Значит, по принципу математической индукции формула верна для любого натурального n.

ПРИЛОЖЕНИЕ Б

Примеры применения метода математической индукции к доказательству неравенств.

            Доказать, что при любом натуральном n>1
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Решение.Обозначим левую часть неравенства через 
[image: image8.wmf]n

S

.


[image: image9.wmf]24

14

12

7

2

=

=

S

, следовательно, при n=2 неравенство справедливо.

Пусть 
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 при некотором k. Докажем, что тогда и 
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Сравнивая 
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, т.е. 
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При любом натуральном k правая часть последнего равенства положительна. Поэтому 
[image: image18.wmf]k

k

S

S

>

+

1

. Но  
[image: image19.wmf]24

13

>

k

S

, значит, и 
[image: image20.wmf]24

13

1

>

+

k

S

.

Пример 2.  Найти ошибку в рассуждении.

Утверждение. При любом натуральном n справедливо неравенство 
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Доказательство.

Пусть неравенство справедливо при n=k, где k – некоторое натуральное число, т.е.
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Докажем, что тогда неравенство справедливо и при n=k+1, т.е.
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Действительно, 
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 не меньше 2 при любом натуральном k. Прибавим к левой части неравенства (1) 
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Пример 3. Доказать, что 
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, n – натуральное число, большее 1.

Решение.

При n=2 неравенство  справедливо, так как 
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Пусть неравенство справедливо при n=k, где k – некоторое натуральное число, т.е.
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Покажем, что тогда неравенство справедливо и при n=k+1, т.е.
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Действительно, по условию, 
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полученное из неравенства (1) умножением каждой части его на 
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. Отбросив в правой части последнего неравенства положительное слагаемое 
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Пример 4. Доказать, что
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где 
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, n – натуральное число, большее 1.

Решение.

При n=2 неравенство (1) принимает вид
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Так как 
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, то справедливо неравенство
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Прибавив к каждой части неравенства (3) по 
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, получим неравенство (2).

Этим доказано, что при n=2 неравенство (1) справедливо.

Пусть неравенство (1) справедливо при n=k, где k – некоторое натуральное число, т.е.
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Докажем, что тогда неравенство (1) должно быть справедливо и при n=k+1, т.е.
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Умножим обе части неравенства (4) на a+b. Так как, по условию, 
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, то получаем следующее справедливое неравенство:
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Для того чтобы доказать справедливость неравенства (5), достаточно показать, что
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или, что то же самое,
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Неравенство (8) равносильно неравенству
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Если 
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, и в левой части неравенства (9) имеем произведение двух положительных чисел. Если 
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, и в левой части неравенства (9) имеем произведение двух отрицательных чисел. В обоих случаях неравенство (9) справедливо.

Этим доказано, что из справедливости неравенства (1) при n=k следует его справедливость при n=k+1.

ПРИЛОЖЕНИЕ В

Метод математической индукции в решении задач на делимость.

С помощью метода математической индукции можно доказывать различные утверждения, касающиеся делимости натуральных чисел.

Следующее утверждение можно сравнительно просто доказать. Покажем, как оно получается с помощью метода математической индукции.

Пример 1. Если n – натуральное число, то число 
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Пример 2. Доказать истинность предложения

A(n)={число 5
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 кратно 19}, n – натуральное число.

Решение.

Высказывание А(1)={число 
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кратно 19} истинно.

Предположим, что для некоторого значения n=k
А(k)={число 
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 кратно 19} истинно. Тогда, так как
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, очевидно, что и A(k+1) истинно. Действительно, первое слагаемое делится на 19 в силу предположения, что A(k) истинно; второе слагаемое тоже делится на 19, потому что содержит множитель 19. Оба условия принципа математической индукции выполнены, следовательно, предложение A(n) истинно при всех значениях n.

ПРИЛОЖЕНИЕ Г

Доказательство тождеств с помощью метода математической индукции

Доказать , что при всех допустимых значениях x имеет место тождество:
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Решение. Надо доказать , что тождество справедливо при всех x , кроме                       x=0, 1,  -1.

При n=1 имеем:
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т.е. при n=1 тождество выполняется.

Предположим , что
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Докажем , что тогда
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Имеем:
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Итак, тождество верно для любого натурального числа n.

ПРИЛОЖЕНИЕ Д

Метод математической  индукции в применение к другим задачам.

Наиболее естественное применение метода математической индукции в геометрии, близкое к использованию этого метода в теории чисел и в алгебре, - это применение к решению геометрических задач на вычисление. Рассмотрим несколько примеров.

Пример 1. Вычислить сторону 
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 правильного 
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- угольника, вписанного в круг радиуса R.

Решение.

При n=2 правильный 2n – угольник есть квадрат; его сторона 
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находим, что сторона правильного восьмиугольника 
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Допустим, что сторона правильного вписанного 
[image: image85.wmf]n
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- угольника выражается формулой (1). В таком случае по формуле удвоения
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откуда следует, что формула (1) справедлива при всех n.

Пример 2. На сколько треугольников n-угольник (не обязательно выпуклый) может быть разбит своими непересекающимися диагоналями?

Решение.

Для треугольника это число равно единице (в треугольнике нельзя провести ни одной диагонали); для четырехугольника это число равно, очевидно, двум.

Предположим, что мы уже знаем, что каждый k-угольник, где k<n, разбивается непересекающимися диагоналями на k-2 треугольника (независимо от способа разбиения). Рассмотрим одно из разбиений n-угольника А1А2…Аn на треугольники.

[image: image385.emf][image: image386.emf][image: image387.png]
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Аn
A1               A2
Пусть А1Аk – одна из диагоналей этого разбиения; она делит n-угольник А1А2…Аn на k-угольник A1A2…Ak и (n-k+2)-угольник А1АkAk+1…An. В силу сделанного предположения, общее число треугольников разбиения будет равно
(k-2)+[(n-k+2)-2]=n-2;

тем самым наше утверждение доказано для всех n.

Пример 3. Указать правило вычисления числа P(n) способов, которыми выпуклый n-угольник может быть разбит на треугольники непересекающимися диагоналями.

Решение.

Для треугольника это число равно, очевидно, единице: P(3)=1.

Предположим, что мы уже определили числа P(k) для всех k<n; найдем, чему равно в таком случае P(n). Для этого рассмотрим выпуклый n-угольник А1А2…Аn. При всяком разбиении его на треугольники сторона А1А2 будет стороной одного из треугольников разбиения, третья вершина этого треугольника может совпасть с каждой из точек А3, А4, …,Аn. Число способов разбиения n-угольника, при которых эта вершина совпадает с точкой А3, равно числу способов разбиения на треугольники (n-1)-угольника А1А3А4…Аn, т.е. равно P(n-1). Число способов разбиения, при которых эта вершина совпадает с А4, равно числу способов разбиения (n-2)-угольника А1А4А5…Аn, т.е. равно P(n-2)=P(n-2)P(3); число способов разбиения, при которых она совпадает с А5, равно P(n-3)P(4), так как каждое из разбиений (n-3)-угольника А1А5…Аn можно комбинировать при этом с каждым из разбиений четырехугольника А2А3А4А5, и т.д. Таким образом, мы приходим к следующему соотношению:
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С помощью этой формулы последовательно получаем:
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и т.д.

Так же при помощи метода математической индукции можно решать задачи с графами.

Пусть на плоскости задана сеть линий, соединяющих между собой какие-то точки и не имеющие других точек. Такую сеть линий мы будем называть картой, заданные точки ее вершинами, отрезки кривых между двумя смежными вершинами – границами карты, части плоскости, на которые она разбивается границами – странами карты.

Пусть на плоскости задана некоторая карта. Мы будем говорить, что она правильно раскрашена, если каждая ее страна закрашена определенной краской, причем любые две страны, имеющие между собой общую границу, закрашены в разные цвета.

Пример 4. На плоскости дано n окружностей. Доказать, что при любом расположении этих окружностей образуемую ими карту можно правильно раскрасить двумя красками.

Решение.

При n=1 наше утверждение очевидно.

Предположим, что наше утверждение справедливо для любой карты, образованной n окружностями, и пусть на плоскости задано n+1 окружностей. Удалив одну из этих окружностей, мы получим карту, которую в силу сделанного предположения можно правильно раскрасить двумя красками, например черной и белой.

Восстановим затем отброшенную окружность и по одну сторону от нее (например, внутри) изменим цвет каждой области на противоположный (т.е. черный – на белый и наоборот); легко видеть, что при этом мы получим карту, правильную раскрашенную двумя красками.

Пример 5. Для того чтобы карту можно было правильно раскрасить двумя красками, необходимо и достаточно, чтобы в каждой ее вершине сходилось четное число границ.

Решение.

Необходимость этого условия очевидно, так как если в какой-нибудь вершине карты сходится нечетное число границ, то уже страны, окружающие эту вершину, нельзя правильно раскрасить двумя красками.


А                                      В

Для доказательства достаточности условия проведем индукцию по числу границ карты.

Для карты с двумя границами утверждение очевидно.

Предположим, что утверждение справедливо для любой карты, в каждой вершине которой сходится четное число границ и общее число границ которой не превосходит n, и пусть дана карта S, имеющая n+1 границ и удовлетворяющая тому же условию. Начиная с произвольной вершины А карты S, станем двигаться в произвольном направлении вдоль границ карты. Ввиду конечности числа вершин карты мы вернемся в конце концов в одну из уже проведенных вершин (карта не имеет крайних вершин, потому что на ней нет неразделяющих границ) и сможем выделить некоторый не имеющий самопересечений замкнутый контур, состоящий из границ карты. Удалив этот контур, мы получим контур S1  с меньшим числом границ, в каждой вершине которой также сходится четное число границ (потому что в каждой вершине карты S отбрасывается четное число границ – 0 или 2). В силу индуктивного предположения карту S1 можно правильно раскрасить двумя красками.

Восстановив отброшенный контур и изменив все цвета с одной стороны от него (например, внутри), мы и получим правильную раскраску карты S.

ПРИЛОЖЕНИЕ Е

Из сборника задач и упражнений по математическому анализу под ред.                   Б. П. Демидович

Применяя ММИ, доказать, что для любого натурального числа n справедливы равенства:

№1

1 + 2 + … + n =[image: image90.png]n(n+1)




1) При n = 1;  1=[image: image92.png]1+(1+1)



- верно

2) Проверим при k+1

1+2+…+k=[image: image94.png]k(k+1)




Тогда  1+2+…+k+(k+1)= [image: image96.png]k(k+1)



+(k+1)=(k+1)*([image: image98.png]


 +1)=[image: image100.png](kt1)-(k+2)
B



  =>

На основании ММИ  верно при  любом   [image: image102.png]n €N




№2

[image: image103.png]n +
(n
+
1)(2n
1)

12+
22+
ot
n?
6




Решение:    1) проверяем верность формулы при n=1[image: image105.png]


                                                                                   [image: image107.png]0+1)2-1+1)
B

1



       =>    при  n=1 – верно

3) Предположим, формула верна для n(n>1), докажем, что при n+1 имеет место такая же формула

[image: image108.png]m+D+*[(n+1)+1]+*[2(n+ 1)+ 1]
6

12422432+ +n?+m+1)2 =




[image: image109.png]nn+1)*2n+1)

12422432+ . +n?+(+1)2 = +(n+1)?

6
_ +DmCn+D+6(m+1D]  (n+1@n°+7n+6
- 6 - 6
_ m+1n+2)2n+3)

6
_ m+ D[+ D+ 12n+1)+1]

5 ,4TO H TPeBOBANOCH f0Ka3aTh =>




на основании ММИ делаем вывод, что формула верна для любого n Є N
№3

Доказать: [image: image111.png]1P+22+ . +n*=1+2+ ..+n)?




1, 2, 3…

[image: image112.png]



[image: image113.png]2a;+d(n—-1)

> n





[image: image114.png](2+n71)*n7 (1+n)*n
SRR TR





[image: image115.png](1+2+ ..+n)? = (m)

2




[image: image116.png]



2) предложим, что n=k, т.е.  [image: image118.png]13423 +3%3+ +k¥=(1+2+ ..+k)?




[image: image119.png]13
+23 +
+33+
K
- (&
+k)*
k)2

2




3) докажем    n=k+1

[image: image121.png]1 +
23+
33
+
i3



+[image: image123.png]k(k+1) L3 k+1

(k+1)° = (T)2+(k+1)3: k+12x(Erk+1)= (T)z*(k2+4k

B
b
- ((kn);(ku)) ~ epo




№4

1+2+[image: image125.png]22 4+

2
-1
=2"—





Решение: 1) n=1         A(1)-истинно, т.к.  [image: image127.png]



2) предположим, что она верна при n=k
[image: image128.png]



4) [image: image130.png]



S[image: image132.png]Spay =S, + 2KF171 =5 4 Dk



= [image: image134.png]2k —
1+ 2%
=2
=2k
2k+1
-1





№6

Доказать неравенство Бернулли:

(1+[image: image136.png]X )*(1+x)...(1+x,)=214+x,+x,



+ …+[image: image138.png]



Где [image: image140.png]


,[image: image142.png]


 – числа одного и того же знака больше -1;  [image: image144.png]



([image: image146.png]1+x0)" =21+nx (1)




При n=1            (1+x) ≥ 1+x - верно

Решение:  1) при n=2 неравенство справедливо, т.к.

(1+[image: image148.png]) >=1+2x+x*=1+2x (2) == A(2) — ucTUHHO.




2) предположим, что A(k) истинно, т.к. 1+[image: image150.png]


, т.е. справедливо неравенство:

([image: image152.png]1+0)*=1+kx (3)




3) Докажем, что A(k+1) истинно, т.е. справедливо неравенство:

(1+[image: image154.png]1)x
1+ (k+
)t =




Умножим обе части неравенства (3) на положительное число (1+х), получим:

(1+[image: image156.png])P x(1+x) =1+ kx)*(1+x)




(1+[image: image158.png]D P2 +kx)*Q+x)=1+x+kx+kx*

+(k+Dx+kx? =21+ (k+1x




(1+[image: image160.png]1)x
1+ (k+
)t =




На основании ММИ можно утверждать, что неравенство Бернулли справедливо для любого n
№10

Доказать неравенство:

1+[image: image162.png]T+ l+ 4> yn menz2
5T 5 =




n[image: image164.png]


              1+[image: image166.png]



Пусть  n=k       1+[image: image168.png]



Докажем, что верно и для n=k+1

1+[image: image170.png]


+[image: image172.png]



1+[image: image174.png]


+[image: image176.png]1 VEsk+1+1
VE+1 Ny





№5

Пусть [image: image178.png]a"™ =a(a—h)..l[a—(n—1)hlna® =1




Доказать, что [image: image180.png](a+ ) =37 __cma» ™Iy rre €™ — wncao couetannii nz n 31eMeHTOER Mo M





(a+b)к+1[image: image182.png]¥t =EE o Cra T b (@ +b) = XX o, CRaF T T + EE O aF T = T+ (k +

Dath + Sk ety2 L GDRGD s L L st 2 g o grempn





([image: image184.png]k(k

22 L EETDEE) eesps L

a* +ka*h + =



+[image: image186.png]b¥)* (a+b) = a**t + ka*h + 21,




b+k[image: image188.png]@< T1p? 4 E R gipt L R gt 4 4 b = @R (k4 Dafb + (FEE 4 k)

@I B = 105 (ko 1)at + L (D gy

Frel o ks mbmcm

(emteon _ seem)




([image: image190.png]Tmp™
* =YX _ Cla®
a+b)k= X





([image: image192.png]0
a+b)*t = (Cla*b'



+[image: image194.png]Cia*'b + C2a*72b? + ..+ Cfa®b¥) * (a + b) = (Ja*"1b° + Cia*b + Cla*'b* + ..+ Clab
C%*b + Cla’ g + C2a* b3 4 ...+ CFa®b**! = CPaFt1p0



+[image: image196.png]a*b(CE+CY) + (CF +CHa*1b? + .. +ab*(Cl +CF) + Cfa®b** = ¢
c., i+ cl=cl.,





[image: image198.png]k+1
CiZi



              [image: image200.png]Ci+ cl= ci,




=[image: image202.png]



[image: image204.png]-0



      [image: image206.png]= g
i1 = Thms




[image: image207.png]ckt
+cF
ck,
kL




[image: image208.png]ci+ci=c?




[image: image209.png]cl+cl





[image: image210.png]



=[image: image212.png]€2 a* % + ¢l afb + CRaF bt + 4+ CEILpRTL =Tkl on gktlmompm




ПРИЛОЖЕНИЕ Ж

Способ доказательства  методом математической индукции         заключается в следующем:

1) Начало индукции.  Доказывают или непосредственно проверяют справедливость утверждения ( формулы )  для   n=1;

2) Индуктивный переход.  Предполагают справедливость утверждения  для    некоторого натурального   n=k  .  Исходя  из этого предположения, доказывают справедливость утверждения для    n=k+1.
Ясно, что метод математической индукции (в дальнейшем   м.м.и.) можно применять только для доказательства утверждений , зависящих от натурального   n.
Задачи на делимость натуральных чисел часто предлагаются на математических олимпиадах разного уровня. Многие из них легко доказываются  м.м.и.

Задача 1.

Доказать , что при любом натуральном   n   число

32n+1+2n+2     делится  на 7.

Доказательство:

Обозначим    an=32n+1+2n+2.

1) Начало индукции.

Если   n=1  , то         a1=35    делится на  7.

(впрочем, здесь начать можно и с     n=0)

2)  Индуктивный переход.

Пусть      ak  делится на  7.  ( предположение индукции)

Докажем справедливость утверждения для   n=k+1      ak+1=32(k+1)+1+2(k+1)+2=32k+1 9+ 2k+2 2= (32k+1+2k+2)9-7 *2k+2=9ak-7*2k+2
Последнее число делится на  7 , т.к.  представляет собой  разность двух целых чисел, делящихся на  7.
Задача  2.
Доказать, что число   7n+1+82n-1  делится на  19.

Доказательство:

1)  если   n=1    ,  то 72+81+57,   а   57 делится на   19.

2)  предположим, что  утверждение верно при некотором натуральном         n=k   , т.е. число    7k+1+82k-1    делится на  19.

Докажем верность утверждения для      n=k+1

7(k+1)+1+82(k+1)-1=7k+2+82k+1=7*7k+1+64*82k-1=7(7k+1+82k-1)+57*82k-1.

Так как каждое слагаемое полученной суммы делится на  19, то  и   7k+2+82k+1   также делится на  19.  Утверждение доказано.

Задача  3.

Доказать, что при любом  натуральном    n    число  23
[image: image213.wmf]n

+1    делится на   3n+1

Доказательство:

1) Для   n=1   число     23+1=9    делится   на     31+1=9

2) Пусть утверждение  верно для    n=k     , т.е.    23
[image: image214.wmf]k

+1    делится на    3k+1.       Перейдём к    n=k+1 :

23
[image: image215.wmf]1

+

k

+1=23
[image: image216.wmf]3

k

+1=(23
[image: image217.wmf]k

)3+1=(23
[image: image218.wmf]k

+1)((23
[image: image219.wmf]k

)2 – 23
[image: image220.wmf]k

+1)

Первый множитель в этом произведении делится на   3k+1 по предположению. Осталось показать делимость  второго множителя на  3.  В самом деле,      (23
[image: image221.wmf]k

)2 - 23
[image: image222.wmf]k

+1=(23
[image: image223.wmf]k

+1)2 - 3*23
[image: image224.wmf]k

   ; Эта разность , очевидно, делится на  3 , поскольку  делимость на 3 уменьшаемого вытекает из предположения. Итак,  число        23
[image: image225.wmf]1

+

k

+1   делится на     3k+2.  Следовательно, задача доказана.

Задача  4.

Вывести формулу суммы первых  n  нечетных чисел натурального ряда.

Решение.

S(1)=1,   S(2)=1+3=4,   S(3)=1+3+5=9,   S(4)=1+3+5+7=16,  S(5)=….=25,

Замечаем, что сумма первых   n  нечётных чисел натурального ряда равна   n2  т.е.     S(n)=n2
[image: image226.wmf].  Докажем это м.м.и.

1) для   n =1  формула верна.

2) предположим, что она верна для какого-нибудь натурального   n=k  , т.е. S(k)= k2.

Докажем , что тогда она будет верна и для   n=k+1,   т.е.  S(k+1)=(k+1)2
S(k+1)=1+3+5+…+(2k-1)+(2k+1)=S(k)+(2k+1)=k2+2k+1=(k+1)2.

Следовательно, формула  верна  для  всех  натуральных  значений  n ,        т.е.  S(n)=n2

Задача  5.

Доказать, что сумма квадратов первых n  натуральных чисел  равна

12  +22  +32  +42 +…+n2=
[image: image227.wmf]6
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Доказательство:

1) Проверим справедливость утверждения для   n  =1.

При  n  =1  сумма состоит из одного члена, т.е.   S(1) =1  ,

и  по формуле имеем    S(1)=
[image: image228.wmf]1

6

)

1

1

*

2

)(

1

1

(

1

=

+

+

  ,

т.е. для   n   =1   формула верна.

2) Предположим справедливость формулы для  n=k     ,т.е.

S(k)=12+22+32+…+k2  =
[image: image229.wmf]6
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Исходя из этого предположения докажем справедливость формулы    для      n=k+1

Действительно, S(k+1)=12+22+32+…+k2+(k+1)2.

Сумма первых    k    слагаемых равна  S(k)=
[image: image230.wmf]6
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Значит,   S(k+1)=S(k)+ (k+1)2=
[image: image231.wmf]=
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[image: image232.wmf]6
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         Итак, мы доказали, что формула верна для    n=k+1  . Мы получили ту же формулу. Следовательно, в силу  м.м.и. данная формула верна для любого натурального  n.

Задача 6.

Доказать, что для всех натуральных  n  справедлива формула

13+23+33+…+n3= 
[image: image233.wmf]4
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Доказательство:

1) при   n =1 левая часть этой формулы принимает вид 13=1  ; правая часть  принимает вид     
[image: image234.wmf]1
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   .   Значит, при   n =1  формула верна.

2) предположим, что формула верна при    n=k  , т.е. верно равенство

13+23+33+…+k3 =
[image: image235.wmf]4
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Докажем, что тогда эта формула верна и при    n=k+1  (каким бы ни было  k ),  т.е. верно равенство   13+23+…+k3+(k+1)3=
[image: image236.wmf]4
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Для этого заметим, что левую часть доказываемого равенства можно записать в виде    (13+23+33+…+k3)+(k+1)3
Но по предположению выражение в скобках равно   
[image: image237.wmf]4
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 ,

и поэтому

13+23+…+k3+(k+1)3=     
[image: image238.wmf]4
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       Значит, доказываемая формула верна при   n =1,  а из её справедливости при  n=k   вытекает , что она верна и при  n=k+1  .  В силу м.м.и. отсюда вытекает справедливость этой формулы для всех натуральных значений  n.

Задача  7

Докажите следующее утверждение.

Сумма внутренних углов произвольного  (не обязательно     выпуклого)   n- угольника равна  
[image: image239.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image240.wmf])

2
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-

n

p


Доказательство:

1) Для  n =3  утверждение известно.

2)  Пусть оно верно для    n=k    и докажем его  для    n=k+1

В любом   ( n +1)-угольнике найдутся хотя бы две смежные стороны, образующие угол, меньший развёрнутого.  Проведём диагональ через концы этих сторон.  В  результате  ( k +1)-угольник разобьётся на треугольник и     k-угольник.  Сумма углов   ( k +1)-угольника равна   
[image: image241.wmf])
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Утверждение доказано.

Задача 8.

Доказать, что при всех натуральных   n  выполняется неравенство


[image: image242.wmf]1
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Доказательство:

Обозначим левую часть неравенства через  an   .

1) начало индукции.

Справедливость неравенства при   n=1  очевидна.
2) индуктивный переход. Пусть    ak
[image: image243.wmf]1
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   .      Надо доказать  , что         ak+1
[image: image244.wmf]4
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А поскольку    ak+1=
[image: image245.wmf]2
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то нам достаточно доказать неравенство 
[image: image246.wmf]4

3

1

2

2

1

2

*

1

3

1

+

£

+

+

+

k

k

k

k

 .

Возведя это неравенство в квадрат и упрощая, приходим к неравенству   n
[image: image247.wmf]0
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Задача 9.

Доказать неравенство Бернулли.

Теорема.       Если х > - 1  , то для всех натуральных   значений  n     выполняется неравенство    
[image: image248.wmf](
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Доказательство:

1) при  n =1 доказываемое неравенство принимает вид  1+х
[image: image249.wmf]³

1+х

и , очевидно, справедливо.

2)предположим, что оно верно  при   n=k    , т.е.  что


[image: image250.wmf](
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так как по условию  х >-1  ,  то    1+х >  0  ,

и поэтому неравенство  (2) не изменит смысла  при умножении обеих его частей на    1+х


[image: image251.wmf](
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Так как   
[image: image252.wmf]0
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 ,    то из  (3) получаем, что   
[image: image253.wmf](
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Итак, неравенство  (1) верно при    n =1  ,а из его истинности при    n=k    следует , что оно истинно и при   n=k+1     .

Значит, в силу м.м.и. оно имеет место для всех   n 
[image: image254.wmf]Î

 N
Например, из  (1)  следует, что

1,005200=(1+0,005)200
[image: image255.wmf]³

1+200*0,005=2

0,99410=(1-0,006)10
[image: image256.wmf]³

1-10*0,006=0,94

Задача 10.

Доказать, что модуль суммы  n  чисел не превосходит суммы  модулей этих чисел:     
[image: image257.wmf]n
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Доказательство:

1)  при   n  =1    
[image: image258.wmf]1
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при  n  =2  получаем известное неравенство  
[image: image259.wmf]2
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   , справедливое  для любых а1  и   а2

2)  пусть  k
[image: image260.wmf]2

³

    - некоторое натуральное число.

Докажем, что если неравенство справедливо для любых   k   слагаемых, то оно  справедливо и в случае, когда число слагаемых равно   k+1.

Пусть      a1,  a2 ,  a3 ,…, ak ,  ak+1   - произвольные числа.   Имеем
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 EMBED Equation.3 [image: image262.wmf]£
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[image: image263.wmf]1
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[image: image264.wmf].

Неравенство доказано.

ПРИЛОЖЕНИЕ К

Подборка заданий для самостоятельного решения.

1.   Задачи на делимости.

Докажите, что при всех натуральных   n
1) n3+11n   кратно 6

2)   7n+3n-1   кратно 9

3)    5n-3n+2n   кратно 4

4)   62n+19n-2n+1  кратно17

5)   5*23n-2+33n-1  кратно 19

6)  22n-1-9n2+21n-14   кратно  27

7)  11n+2+122n+1  делится на 133

8)  18n-1   делится на 17

9)  33n+2+7n   делится на 10

10)  7* 52n+12*6n  делится на 19

2.   Доказать равенства для всех натуральных  n
     1)  1+4+9+25+…+n2=
[image: image265.wmf]6
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2) 2+4+6+…+2n=n(n+1)

3) 2+6+10+…+2(2n-1)=2n2
4) 2+10+24+…+(3n2-n)=n2(n+1)

5) 1*2+2*5+3*8+…+n(3n-1)=n2(n+1)

6) 2+16+56+…+(3n-2)*2n=10+(3n-5)*2n+1
7) 5+45+325+…+(4n+1)*5n-1=n*5n

8) 12+32+52+…+(2n-1)2=
[image: image266.wmf]3
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9) 13+23+…+n3=
[image: image267.wmf]2
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10)  1*2*3+2*3*4+3*4*5+…+n(n+1)(n+2)=
[image: image268.wmf]4
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12)  
[image: image270.wmf](
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15)  
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17)   
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19)  
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3. Докажите справедливость неравенства при любом натуральном  значении  n
1)   2n  >n

2)    2n  >2n+1

3)    3n >5n+1   при  n
[image: image278.wmf]3

³


4)    5n> 7n-3

5)    2n-1>n(n+1)   при     n
[image: image279.wmf]7
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6)   3n 
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7)    4n
[image: image281.wmf]
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8)    4n>3n+2n   при   n
[image: image283.wmf]2
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9)    2n >n3    при  n
[image: image284.wmf]³
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10)   3n >n2
11)    
[image: image285.wmf](
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Самостоятельная зачетная работа №4. Применение метода математической индукции.

Доказать следующие неравенства:

1. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ М 

Занятие 1.

Понятие полной и неполной индукций.

Цель: рассмотреть понятие неполной индукции – метода рассуждений.

Научить формулировать гипотезу, делать выводы. Дать определение неполной и полной индукции, рассмотреть примеры.

Индукцией (induction- латинское слово, означающее «наведение») называют метод рассуждений, ведущий от частных примеров к некоторому общему выводу.

Пример1: Складывая нечётные числа 1, 3, 5, 7, …, 2n-1 при различных значениях переменной n=1, 2, 3, …,  получим сумму, состоящую из одного слагаемого:

1=1=12;

1+3=4=22;

1+3+5=9=32;

1+3+5+7=16=42;

1+3+5+7+9=25=52.

Замечаем, что во всех приведённых примерах сумма первых нечётных натуральных чисел равна квадрату числа слагаемых.

Напрашивается вывод, что это свойство имеет место при любом числе слагаемых. Наше предположение (гипотезу) можно сформулировать следующим образом: 

«Для всех натуральных n справедливо равенство:

1+3+5+…+(2n-1)=n2»

Таким образом, 5 рассмотренных примеров «навели» нас на гипотезу, которая справедлива.

Рассмотрим пример 2: Подставляя в квадратный трёхчлен Р(х)= х2+х+41

вместо х натуральные числа 1, 2, 3, 4, 5, найдём:

Р(1) =43;  Р(2) = 47; Р(3) = 53;  Р(4) = 61; Р(5) = 71.

Все полученные значения данного трёхчлена являются простыми числами. Подставляя вместо х числа 0, -1, -2, -3, -4, получим: Р(0) =41; Р(-1) = 41;          Р(-2)=43; Р(-3) = 47; Р(-4) = 53.

Значения данного трёхчлена при указанных значениях переменной х также являются  простыми числами.

Возникает гипотеза, что значение трёхчлена Р(х) является простым числом при любом целом значении х. однако высказанная гипотеза ошибочна, т.к., например, Р(41) = 412+41+41=41*43.

Таким образом, один и тот же метод рассуждений приводит в некоторых случаях к правильному выводу (в примере 1), а в других – к ошибочному выводу (пример 2). Так как при этом методе вывод делается после разбора нескольких примеров, не охватывающих всех возможных случаев, то этот метод называется неполной индукцией.
Метод неполной индукции не приводит к вполне надёжным выводам, но он полезен тем, что позволяет сформулировать гипотезу, которую потом можно доказать или опровергнуть.

    Если вывод делается на основании разбора всех случаев, то такой метод рассуждений называют полной индукцией. Такой метод применим, когда число случаев конечно (и не «слишком велико»).

Рассмотрим примеры применения метода полной индукции.

Пример 1. Доказать, что каждое натуральное число n,удовлетворяющее неравенству 2[image: image308.png]


, либо является простым, либо представляется в виде произведения не более чем трёх простых множителей.

      Для доказательства рассматриваем каждое из натуральных чисел от 2 до 15. Числа 2, 3, 5, 7, 11, 13 простые. Числа 4, 6, 9, 10, 14, 15 представляются в виде произведения двух простых множителей,  наконец, числа 8 и 12 – в виде произведения трёх простых множителей.

 Пример 2. Доказать, что при  любых а и b верно неравенство

a+b[image: image310.png]


 a + b                  (1)

для доказательства надо вспомнить, как в разных случаях определяется модуль суммы, и в каждом из этих случаев установить справедливость неравенства (1).

1. Числа a и  b одного знака (оба положительны или оба отрицательны). В этом случае   a + b  =  a  +  в ,и (не строгое !) неравенство (1) выполнено.

2.  Числа а  и в  разных знаков (одно положительно, а другое отрицательно). В этом случае модуль суммы равен разности модулей слагаемых . так как модули слагаемых положительны, то их разность меньше их суммы. Поэтому и во втором случае    а  +  в [image: image312.png]


   а   +   в, и неравенство (1) тоже выполнено.
3. Если одно из чисел равно нулю, то обе части неравенства (1) равны модулю второго числа ( независимо от того, является ли второе число нулём или нет). Поэтому неравенство (1) также выполнено.
Мы разобрали все возможные случаи  и установили, что в каждом из них неравенство (1) верно.

Пример 3: Докажите, что каждое чётное натуральное число n , большее двух, но меньшее 40, можно представить в виде суммы двух простых чисел.

Доказательство: 

4=2+2    6=3+3; 8=3+5; 10= 5+5; 12= 5+7; 14= 7+7;  16 =11+5 или 16=13+3; и т. д.

Достаточно представить каждое из чётных чисел от 4 до 38 включительно в виде суммы двух простых  чисел. Конечно, некоторые числа можно представить в виде суммы двух простых  чисел по-разному.

38= 31+7; 38= 19+19.

Для числа 36=5+31; 36= 7+29; 36= 13+23; 36= 17+19
ПРИЛОЖЕНИЕ С

Занятие 2.  Метод математической индукции
Во многих разделах математики приходится доказывать истинность предложений, зависящих от натуральной переменной, для всех значений этой переменной. Один из наиболее распространенных методов доказательств истинности таких предложений является метод математической индукции.

Вспомним знаменитого Шерлока Холмса. Какой метод рассуждения применялся им при расследовании дел?  Правильно, метод дедукции – метод рассуждения, при котором новое положение выводится логическим путем от общих положений  к частным выводам. А какой метод рассуждений является противоположным дедукции. Верно, индукция – способ рассуждения от  частных положений к общим выводам. «Это невозможно!»- скажешь ты, вспомнив тему сегодняшнего урока. Математикам не свойственно делать общие выводы на основании частных случаев. Не спеши огорчаться, математики придумали свою индукцию – математическую, которая не уступает в строгости другим математическим методам.

Метод математической индукции (ММИ)

Предложение Р(х) считается истинным для всех натуральных значений переменной n, если выполняются следующие условия:

1) Предложение [image: image313.wmf])
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n

P

 верно при n=1 ;

2) Для любого натурального числа [image: image314.wmf]k

 из  предположения, что [image: image315.wmf])
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 верно для [image: image316.wmf]k
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, следует, что оно верно и для [image: image317.wmf]1
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.

Доказательство истинности предложения [image: image318.wmf])
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 методом математической индукции будем проводить по схеме:

1) база индукции (проверка справедливости предложения [image: image319.wmf])

1

(

P

);

2) индуктивное предположение (допущение, что предложение [image: image320.wmf])
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k
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 верно для любого натурального [image: image321.wmf]k

);
3) индуктивный переход (доказательство,  что верно предложение [image: image322.wmf])
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 с помощью индуктивного предположения).
Историческая справка. Учитель по фамилии Бюттнер на одном из уроков предложил третьеклассникам найти сумму всех натуральных чисел от единицы до ста. Нервно заскрипели на аспидных досках грифели учеников. Их всех, кроме одного ученика, пугала нависшая угроза ударов хлыста учителя. Этим одним был Карл Гаусс (в будущем крупнейший немецкий математик 1777-1855 гг.). По установленному в классе распорядку решивший задачу первым клал свою доску на середину большого стола. Туда и положил свое решение маленький Гаусс, едва только учитель договорил последние слова формулировки задачи. 

А ты сможешь решить эту задачу мгновенно?

А сможешь ли обобщить свое оригинальное решение, а именно найти сумму натуральных чисел [image: image323.wmf]n
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?  Докажи свою формулу ММИ.

 Пример 1. Доказать ММИ, что сумма первых n нечетных натуральных чисел равна [image: image324.wmf]2
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	(1)


Доказательство. 

1) База индукции. Докажем, что формула верна при [image: image326.wmf]1

=

n

. Так как значение n говорит о количестве слагаемых в левой части неравенства, то левая часть равенства представляет собой одно слагаемое, а именно первое, т.е. 1. Значение правой части равенства находится непосредственной подстановкой вместо n единицы, т.е. [image: image327.wmf]1

1

2

=

. Сравнивая левую и правую части равенства, имеем [image: image328.wmf]1

1

=

(верно).

2) Индуктивное предположение. Допустим, что равенство (1) верно при [image: image329.wmf]k

n

=

, для любого натурального  [image: image330.wmf]k

,  т.е. верна формула

[image: image331.wmf]2
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3) Индуктивный переход. Докажем, что равенство (1) верно при [image: image332.wmf]1
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k

n

, т.е.

	[image: image333.wmf](
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	(2)


Замечание. В левой части равенства мы написали предпоследнее слагаемое, что дает возможность использовать при доказательстве индуктивное предположение.

Используя пункт 2), заменим в левой части равенства (2) первые [image: image334.wmf]k

 слагаемых на выражение [image: image335.wmf]2

k

, а последнее слагаемое упростим, раскрыв скобки. Тогда левая часть примет вид

[image: image336.wmf](
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Свернем последнее выражение, используя формулу квадрата суммы:

[image: image337.wmf]2
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Итак, левая часть имеет вид [image: image338.wmf]2
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, а, значит, равна правой.

Отсюда, формула (1) верна для любого натурального n.

Необходимо отметить, что важно соблюдать всю цепочку  индуктивного доказательства. О чем свидетельствуют следующие примеры.

Пример 2. Докажем ММИ, что каждое натуральное число равно следующему за ним [image: image339.wmf]1

+
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n

n

, таким образом,  доказывая, что все натуральные числа равны между собой.

Доказательство. Пусть утверждение верно при некотором  [image: image340.wmf]k

, т.е. [image: image341.wmf]1
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. Покажем, что тогда [image: image342.wmf]2
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. Действительно,  прибавим к обеим частям единицу [image: image343.wmf]2

1

1

+

=

+

Þ

+

=

k

k

k

k

. Значит, все натуральные числа равны между собой. 

Абсурдное утверждение! Где допущена ошибка?

Решение. В приведенном рассуждении не проверяется база индукции, а между тем [image: image344.wmf]2

1

¹

.

Пример 3 (Задача для обсуждения.) Докажем, что все кошки на земле серые.

Точнее покажем, что любое конечное общество кошек  одного цвета.

Доказательство поведем индукцией по числу [image: image345.wmf]n

кошек в обществе.

Доказательство. Пусть утверждение [image: image346.wmf])

(

n

P

 означает, что «[image: image347.wmf]n

кошек одного цвета».

1) База индукции. Очевидно, что [image: image348.wmf])

1

(

P

истинно.

2) Индуктивное предположение. Допустим, что утверждение [image: image349.wmf])

(

k

P

 истинно для любого натурального [image: image350.wmf]k

.

3) Индуктивный переход. Рассмотрим произвольный набор из [image: image351.wmf]1

+

k

 кошки. Выведем из этого общества одну кошку, назовем ее Муркой. Оставшиеся [image: image352.wmf]k

кошек по предположению индукции одного цвета. Вернем Мурку и заберем другую, которую назовем Нюркой. Опять по предположению индукции  оставшиеся в обществе [image: image353.wmf]k

 кошек одного цвета, причем такого же, как Мурка и Нюрка.

 Вывод: любое конечное общество кошек одного цвета.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Найти ошибку в рассуждении.

Заметим, что индуктивный процесс не обязан начинаться с 1. В качестве базы индукции может выступать любое целое число [image: image355.wmf]a

, и тогда формулировка метода математической индукции примет вид. Предложение [image: image356.wmf])
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 считается истинным для всех целых значений переменной [image: image357.wmf]a
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³

, если выполняются следующие условия:

1) Предложение [image: image358.wmf])
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 верно при [image: image359.wmf]a
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;

2) Для любого целого числа [image: image360.wmf]a
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 из  предположения, что [image: image361.wmf])
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 верно для [image: image362.wmf]k

n

=

, следует, что оно верно и для [image: image363.wmf]1
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.
3) Пример 4. Доказать формулу

[image: image364.wmf]3
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, n – натуральное число.

Решение.

1. При n=1 обе части равенства обращаются в единицу и, следовательно, первое условие принципа математической индукции выполнено.

2. Предположим, что формула верна при n=k, т.е.


[image: image365.wmf]2
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3. Прибавим к обеим частям этого равенства 
[image: image366.wmf](
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 и преобразуем правую часть. Тогда получим


[image: image367.wmf](
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Таким образом, из того, что формула верна при n=k, следует, что она верна и при n=k+1. Это утверждение справедливо при любом натуральном значении k. Итак, второе условие принципа математической индукции тоже выполнено. Формула доказана.

Пример 5 Доказать, что сумма n первых чисел натурального ряда равна 1+2+…+ n =
[image: image368.wmf]2
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Решение.

Обозначим искомую сумму 
[image: image369.wmf]n
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, т.е. 
[image: image370.wmf]n
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При n=1 гипотеза верна.

Пусть 
[image: image371.wmf]2
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. Покажем, что 
[image: image372.wmf]2
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В самом деле,


[image: image373.wmf]2
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Задача решена.

Пример 4. Доказать, что для любого натурального [image: image374.wmf]n

 справедливо равенство

[image: image375.wmf]1
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Доказательство.

База индукции. Докажем равенство при [image: image376.wmf]1

=

n

. Левая часть равенства – сумма степеней двойки начиная с нулевой, так как [image: image377.wmf]1
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, и заканчивая  [image: image378.wmf]n

- ной. Значит, количество слагаемых  в левой части равенства равно [image: image379.wmf]1
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. Таким образом,  при [image: image380.wmf]1
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 число слагаемых равно двум, т.е. значение выражения левой части  равно  [image: image381.wmf]3
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. Значение выражение в правой части равенства вычислим, подставляя вместо n  1:

21+1 – 1=4-1=3  Сравнивая левую и правую части равенства, имеем 3=3 (верно).

 Индуктивное предположение. Допустим, что равенство (1) верно при [image: image382.wmf]k

n

=

, для любого натурального  [image: image383.wmf]k

,  т.е. верна формула

1+2+22+…+2к = 2к+1-1

  Индуктивный переход. Докажем, что равенство (1) верно при [image: image384.wmf]1
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, т.е.

   1+2+22+…+2к+2к+1
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